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移流法による地盤の波動伝搬解析に関する定量的研究 
 
Quantitative Study on Wave Propagation Analysis 
of the Ground by Advection Method 
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Keisuke Nakamura, Nagayuki Yoshida 
 
１）法政大学大学院デザイン工学研究科建築学専攻 
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Recently, the dynamic behavior for the ground has been studied actively from the view point of the waves. 
The finite element method (FEM) is known as effective and flexible method in this problem. If the FEM is 
applied to the wave propagation problem of infinite or semi-infinite elastic body, some numerical 
procedure is needed for the radiated waves not to reflect at the boundary of the analytical region. The 
advection equation can decompose the waves of the wave field into the out-going waves and in-coming 
waves. This study newly develops the non-reflected open boundary procedure of the FEM region based on 
this characteristic of the advection equation, which is numerically evaluated by the upwind difference 
method at each time step to perform the wave analysis in time domain. 
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1．本研究の目的 
 
近年，波動論的な観点から地盤の動的挙動が活発
に研究されている．このような問題を扱う場合[1]，
有限要素法が有効かつ柔軟な手法であることはよく
知られている．有限要素法を用いて無限もしくは半
無限地盤を表現するためには開境界処理を行う必要
がある．代表的な例として，境界にダッシュポット
を設ける粘性境界が挙げられる．しかしながら，完
全な波動透過は実現されない．そこで，本研究では
入射波と放射波を分離して扱うことのできる移流法
に着目し，これを用いた新しい境界処理法を提案す
る．解析領域の境界における波動の透過処理の性能
が高ければ，有限要素領域を可能な限り小規模化す
ることができ，解析コストは大幅に改善される． 
本研究では，移流法を用いた既往研究[2][3]の 2 次
元面内問題において FEM 領域外の自由地表面から
反射して FEM に入射してくる波動を新たに考慮し， 
 
解析解との定量的な精度調査を行う．また移流法の
離散化に用いる CIP 法をより単純な風上差分法に代
えても精度に問題のないことを定量的に示す． 
 
2．S波速度による入射移流量と入射外力 
 
ある地点で観測された時刻歴上      の加速度波
形を 	  とする． 	   では	 	 	  である．これを
初期条件              の下で積分すると速度波形  
が，更に積分すると変位波形 	   が得られる． 
          (1) 
この積分は地震波のようなランダム波に対しては数
値積分によらなければならない．このとき，基線補
正と呼ばれる数値的な修正が必要である．本研究で
解析領域への波動入射を移流法によって扱うため，
入射波はこの速度波形となる． 
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図.1	 時刻歴データの作成	 	  
Fig.1	 Creation of time history data  
 
       
図.2	 入射角 の進行平行波 
Fig.2	 Progress parallelism wave with incidence angle 
 
この時刻歴変位波形(Fig.1)は 2 次元空間の	 方向に
進む S 波      をある地点      で観測した結果得
られたものとする．位相速度（進行速度）を  とす
れば，入射波は次のように表せる． 
        (2) 
これを一般化して入射角 の S 波の平行波が	 方向
に進行する場合(Fig.2)は次のように表される． 
 
(3) 
    
ここで，	 	 	 	 	 	  は入射方向を示す単位ベクト
ル,	  は入射基点（観測者）， は入射波の評価点を
意味する．従って上式におけるベクトルの内積は， 
         (4) 
入射基点から評価点までの距離の  方向への射影距
離は である． 
実際の入射波入力ではあらかじめ計算しておいた
離散速度波形データ                  を利用して，
次のような式から任意時刻  ，任意位置	 	 	 の波
形速度を算定する． 
 
(5) 
  
ここで， 
 
：切り捨て	 (6) 
           
移流方程式では実際の速度や応力ではなく，これら
によって表現される移流量を入力する．そこで，速
度波を用いた入射移流量および入射外力の評価式を
以下に表す．先に図で示したとおり入力データとし
てあらかじめ計算した速度波	 	 の離散値を用いる
ことを前提とする． 
 
・変位インパルスとなる速度波形 
典型的な変位インパルスを生み出す速度波形	   は， 
	            
  (7) 
 
から 
     	           (8) 
となる． 
 
・SH 波入射の場合 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
なお，SH 波が斜め入射する場合      は，有限要素
領域の左側鉛直面または右側鉛直面のどちらかにお
いて，有限要素領域外の地表面	 	 	  で反射してか
ら有限要素領域側面に入射してくる波を考慮する必
要がある．また，    の鉛直入射では，有限要素領
域の左右両側鉛直面で地表から下降する鉛直反射波
を考慮する必要がある．これらの場合の入射移流量
は入反射場（入射波＋反射波）となり，次のように
表現される． 
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              (13) 
ここで，	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ． 
上式に注意して，反射場においても，式(12)に対応
する諸式を求めておく必要がある． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3．FEM-UWD 結合解法による開境界処理 
 
3.1 1 次元 FEM-UWD 結合モデル 
軸上の	 方向変位   がせん断波として伝搬す
る問題(Fig.3)を扱う[4][5]．但し，ここでは簡単のた
め  を  と標記する．なお， 軸の正の方向に伝搬す
る進行波 Reflected wave（反射波）および反射移流量
には＋符号を，負の方向に伝搬する後退波 Incident 
wave（入射波）および入射移流量には－符号を付し
て区別する．また，FEM 解析の各諸量にはそれぞれ
上添え字    を付す． 
 
 
 
 
 
 
 
図.3	 1 次元 FEM-UWD 結合モデル 
Fig.3	 1D FEM-UWD combined model 
 
 
 
計算手順 
・FEM 節点	 における 軸の正の方向から原点(自由
地表面)に向かって入射するせん断波による節点入
射外力              を設定するため入射速度波 
に関する全時刻歴データ	 	 	 	 	 	 	 の作成：①	  
 
・FEM 全節点の初期条件の設定と初期加速度の算定: 
 
 
0)      とする． 
1) FEM 節点 における時刻     の節点入射外力
を設定：①’ 
 
(19) 
 
2) 反射差分点の時刻 の移流量     とその微分値 
を FEM 境界節点  から転写：② 
 
(20) 
 
 
(21) 
 
 
3) 時刻 の反射差分点の値を  時間  軸の正方向へ
移流：③ 
 
 
 
 
4) FEM 境界節点 (=反射差分点)における時刻
の節点反射外力の算定：③’ 
  
 
5) FEM 境界節点 に時刻 の節点入反射場外
力が作用する場合の線形加速度法解析：④ 
 
(24) 
 
6)	 	 	 	  として 1)に戻る． 
 
3.2 2 次元 FEM-UWD 結合モデル 
2 次元地盤モデルの解析を行う場合にも 1 次元と
同様の手法を用いる．半無限地盤モデルを考える場
合は地表面を覆わない形を想定し，コの字型のUWD
グリッドで各々開境界処理を行う(Fig.4)． 
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図.4	 2 次元 FEM-UWD 結合モデル 
Fig.4	 2D FEM-UWD combined model 
 
しかし，UWD メッシュの特性上，方型メッシュの
み解析が可能であるため，一度にコの字型のグリッ
ドの解析を行うことができない．そのため，グリッ
ドをいくつかの UWD メッシュに分割する必要があ
る．そこで以下の境界処理手法を使用する． 
・Open Boundary Cell scheme (OBC) 
秒間での移流で，境界点に影響を与える情報量
は限られる．このため，境界点ごとに 2×3 の UWD
グリッドを用いて，境界力を計算する手法で十分で
ある(Fig.5)． FEM 使用メモリを除き，2×3 メッシュ
だけのメモリで計算が可能であり，大きなモデルを
対象とした場合メモリの節約に期待できる． 
 
図.5	 解析イメージ(OBC) 
Fig.5	 Analytical image(OBC). 
 
3.3 2 次元解析モデル 
解析には 31×31分割した半無限のFEM-UWD結合
モデルを扱う．解析モデルの分割数を変えずに，上
辺を左右に伸ばした台形モデル(Fig.6(b))も扱う．こ
の場合，左右側鉛直面からの反射波を考慮する必要
がなくなるため矩形モデル(Fig.6(a))の解析結果と比
較を行い精度の確認をする．台形モデルを扱う場合
においても OBC の基本的な計算手順は矩形モデル
と同様である．材料特性は Table 1 に示す． 
	  
(a)             	       (b) 
図.6	 2 次元解析モデル 
Fig.6	 2D Analytic model 
 
表 1 材料特性 
Table 1 Material property 
S 波速度  
密度  
せん断弾性係数  
時間間隔  
Step 数  
 
この 31×31 節点の半無限地盤モデルへ入射角度	
及び	 	 	 で SH波が速度として入射する 2次 
元 SH 波伝搬について OBC を使って解析を行う．入
力データは sin 連続波を用いる． 
 
4．解析結果 
 
4.1 面外問題 解析結果（矩形モデル） 
・入射角度 0° 
 
     
     
     
20step 40step 
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100step 120step 
UWD grid UWD grid 
tD
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図.7 (a) 矩形モデルにおける解析結果 ( ) 
Fig.7 (a) Analysis result by rectangular model ( ) 
 
・入射角度 20° 
 
     
     
     
     
図.7 (b) 矩形モデルにおける解析結果 ( ) 
Fig.7(b) Analysis result by rectangular model ( ) 
 
4.2 面外問題 解析結果（台形モデル） 
・入射角度 0° 
 
     
     
     
     
図.8 (a) 台形モデルにおける解析結果 ( ) 
Fig.8 (a) Analysis result by trapezoid model ( ) 
 
・入射角度 20° 
 
     
     
     
     
図.8(b) 台形モデルにおける解析結果 ( ) 
Fig.8(b) Analysis result by trapezoid model ( ) 
 
4.3 解析解比較 
SH 波入射による 2 次元面外問題の解析結果から
地表面を除く振幅の最大値を取る節点の時刻歴変位
をグラフで表し，得られた数値解が解析解に対して
どの程度近づけているか比較を行う[6]． 
グラフの縦軸は変位，横軸は Step 数を表す． 
 
 
 
0q = °
0q = °
20q = °
20q = °
0q = °
0q = °
20q = °
20q = °
140step 160step 
20step 40step 
60step 80step 
100step 120step 
140step 160step 
20step 40step 
60step 80step 
100step 120step 
140step 160step 
20step 40step 
60step 80step 
100step 120step 
140step 160step 
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・入射角度 0°	  解析解：±0.040514 
矩形モデル：+0.041588，-0.039987 → ±0.0407875 
台形モデル：+0.040599，-0.039500 → ±0.0400495 
 
 
図.9	 解析結果の比較 ( ) 
Fig.9	 Comparison of analysis results ( ) 
 
・入射角度 20° 解析解：±0.040514 
矩形モデル：+0.049221，-0.049358 → ±0.0494395 
台形モデル：+0.042819，-0.044359 → ±0.0435890 
 
 
図.10	 解析結果の比較 ( ) 
Fig.10	 Comparison of analysis results ( ) 
 
5．考察 
 
SH 波鉛直入射による解析結果からは解析解に対
して，矩形モデル，台形モデルともに良好な一致が
見られる．しかし，台形モデルでは	 軸両端側付近
の変位が小さく，地表面中央では変位が大きく，計
算位置によっては解析解と数値解の差が大きい．こ
の解決には，要素の高精度化が必要であると考えら
れる． 
SH 波斜め入射による解析結果からは矩形モデル
における最大振幅が解析解と比べて高い数値となっ
たが，台形モデルでは解析解に近い数値が得られた．
台形モデルでは解析モデル左側からの反射波入力が
不要な為，矩形モデルと比べて全体的に振幅が小さ
くなったと考えられる． 
6．結論 
 
・風上差分法を用いた解析においても CIP 法と同等
の精度の結果が得られた． 
・新たな解析手段となる台形モデルにおいても解析
解に近い数値解が確認できた．  
・本研究で得られた成果を面内問題の解析において
も検討していくことが必要となる． 
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